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Les images & niveaux de gris sont considérées comme des fonctions E — T, ou E = IR? ou Z¢
représente ’espace des points et 7 = IR = R U {+00,—o0} ou Z = Z U {+00, —c} est I’ensemble
des niveaux de gris; ’ensemble de ces fonctions est écrit 7F. Cet ensemble est ordonné par la relation
<, ou Fy < F, signifie que pour tout p € E on a Fi(p) < F(p). Pour une famille F;, i € 7 de
fonctions, on définit I'enveloppe supérieure \/,.; F; et ’enveloppe inférieure \;.; F; comme suit:

(VE)® =swh@) o (AF)0)=infF@).
i€z el €T €
Pour une fonction F € T, on définit son support comme 1’ensemble
supp(F) = {p € E | F(p) > —oo}.

Soit 7' l’ensemble des niveaux de gris finis de 7, c.a.d. 7' = T \ {+o00,—0co}. Pour F € T¥, on
définit ’'ombre de F' comme ’ensemble

UF) = {(h,v) € ExT"|v< F(h)}.

Pour (h,v) € E x T, la translation par (h,v) transforme F € TZ en la fonction Fip ), sa translatée
par (h,v), définie par
F(h’v)(p) = F(p - h) + .

On définit également la fonction “impulsion” f ,) par

_Jw sip=h,
f(h,v)(p) - { Sip;é h.

—00

Notons que [f(h,v)] (k' ") = f(h+h’,v+v’)'
La somme et la différence de Minkowski @, © sur 7% sont définies comme suit: pour deux
fonctions F;G : E — T, on a

FoG= \/ Fihw,
(h,v)EU(G)

= \/ G(h,v)»

(hv)EU(F)
=\ {trtnore | (hv) € UF), (,0') € UG)};

FoG= /\ F_ph—v),
(h,v)€U(G)

= \/{fthw | Gtoy) < F}.

On peut montrer que

(FoG)(p) =sup(F(p—h)+G(h) = sup (F(p—h)+G(h)),

heE hesupp(G)
avec la convention que chaque fois que 'expression F'(p — h) + G(h) donne +o0o — 0o, on la pose égale

a —oo; de méme

(FOG)(p) = inf (Fp+h) ~G(h) = _inf _(F(p+h)=G(h),

hesupp(G)



avec la convention que chaque fois que 'expression F'(p+ h) — G(h) donne +o00 — 00, on la pose égale
a +o00.

Tant les images & niveaux de gris que les fonctions structurantes sont des fonctions £ — T;
étant donnée une fonction structurante G, les opérateurs ég : F— F® G eteg : F = F o G de
transformation d’images sont appelés la dilatation par G et 1'érosion par G. On appelle F' & G et
F © G le dilaté et I’érodé de F par G.

L’inversion de niveaux de gris 7 — T : g = —g induit 'inversion des fonctions: inv(F)(p) =

—F(p), et cela donne la dualité par inversion de niveaux de gris entre la dilatation et ’érosion:

inv(FeG) =inv(F)o G et inv(F o G) =inv(F) @G,

olt G est défini par G(p) = G(—p).

Les propriétés de @ et © dans le cas des ensembles se généralisent aux fonctions & niveaux
de gris. On remplace C, |J, ), et la complémentation d’ensembles par <, \/, A, et inversion de
fonctions.

Dans le cas des niveaux de gris discrets, c.a.d. 7 = 7, on a un isomorphisme entre les
opérations morphologiques sur les fonctions a niveaux de gris et celles sur les ensembles, appliquées

aux ombres:
F<G < UF) CUG),

U(Fh,v)) = U(F)(h,v)s

z
U(F&G)=UF) o UG,
(FeG)=UF) oU®G).

Cependant, dans le cas des niveaux de gris continus, c.a.d. 7 = IR, ce n’est plus vrai, en particulier
la 3e et la 5e équations ci-dessus (concernant ’ombre de enveloppe supérieure de fonctions et de la
somme de Minkowski de deux fonctions) sont généralement fausses.

A tout élément structurant B C FE correspond la fonction structurante plate B° définie par

supp(B°) = B et B°(p) = 0 pour tout p € supp(B°). Alors pour toute fonction F € TF on a
FoB=F®B’ e FoB=FoB°

Donc la morphologie plate (images & niveaux de gris dilatées ou érodées par des éléments structurants
qui sont des ensembles) s’intégre dans la morphologie & niveaux de gris.

Si la fonction F' a ses niveaux de gris dans l'intervalle [a,b], c.a.d. chaque p € E vérifie
a < F(p) < b, et si la fonction structurante G satisfait la condition sup,egypp(a) G(h) = 0, alors
F®G et FOG ont également leurs niveaux de gris dans lintervalle [a,b], c.a.d. chaque p € E
vérifieraa < (F® G)(p) <bet a < (FoG)(p) <b.



