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1l s’agit de la transformée de Fourier dans le cas échantillonné périodique. Pour simplifier les choses,

on suppose un espace unidimensionnel. Le cas multidimensionnel sera traité plus loin. On a E =
AZL/NAZL, ot A est le pas d’échantillonnage et NA la période (N € IN¥).

Une fonction f sur E est donnée par ses valeurs f(0), f(A),..., f((N —1)A). La convolution

de deux fonctions f et g est donnée par

N-—
(f® g)(zA) ZO g(zA—tA)  (z=0,...,N—1). 1)

l>‘“

1l s’agit ici d’'une convolution périodique, dans le sens que xA — tA est calculé modulo NA.

La transformée de Fourier F(f) de f sera aussi échantillonnée et périodique, avec le pas

d’échantillonnage ¥ = 5 et la période N¥ = +. Ecrivons F pour F(f). On a
;] N-1
F(u/NA) =+~ 22% (@A) exp[—27i (u/NA)(zA)]  (u=0,...,N —1);
N-1
flzA)=A F(u/NA) exp[+2mi (u/NA)(zA)] (z=0,...,N=1).
u=0

Ici le produit (u/NA)(zA) dans exponentielle imaginaire se simplifie en uz/N. En écrivant f, pour
f(zA) et F, pour F(u/NA), cela donne:

N-1
1 .
F,= NA Z fo exp[—2miuz/N] (u=0,...,N —1);
- (2)
N-1
fo= AZFU exp[+2mi uz /N| (x=0,...,N -1).
u=0

Généralement on adopte une des conventions suivantes pour la valeur du pas d’échantillonnage A :
e A=1etainsi1/NA=1/N;
¢ A=1/N et ainsi 1/NA =1;
e A=1/V/N et ainsi 1/NA =1/V/N.

La premiere de ces trois conventions est la plus usitée.

ALGORITHME RAPIDE

La complexité d’un calcul direct par (2) de la transformée de Fourier discréte est en ©@(N?2); nous
allons donner un algorithme en ©(N log N).

Nous faisons ici la convention A = 1. Posons
Wn = exp[—27i/N].

On a alors

1N—1



Supposons que N = 2M. On a Wy = W, = W%. Lesz = 0,...,N — 1 se divisent en ceux qui
sont pairs, de la forme 2y pour y = 0,..., M — 1, et ceux qui sont impairs, de la forme 2y + 1 pour
y=0,...,M —1. On a donc:

1 i uz 1 u(2y) = u(2y+1)
Fu=+ > LW 5[ Z FayW. Z fay+1 Wy }
z=0 y=0
M-1
- 3lar & i+ gy & pwawiiev)
y=0
1rq Ml M-1
= §[M Z foyW Z Joyt1 Wyt ]
y=0
Comme W =1 et W = —1, on obtient aussi:
M-1 (u+-M) M—1
Fyim = %[ Z foy W(u+M)y 2N Wy ’ Z f2y+1W(u+M)y]
y=0 y=0
M-1 M M-1
= %[ Z FoyWidW ot + WN]\ZVN Z Foyr 1 Wit WMy]
y=0
:%I:]- Z Zy uy WN Zf2y+1W ]
y=0 y=0

Posant pour u =0,...,M —1

1 M-1
FP = i > fa Wit
y:O

N 3)
et Z f2y+1WM )

on voit que F'¥ est la transformée de Fourier discréte de la fonction & M échantillons fo, fo, .- ., form—2,

tandis que F7 est la transformée de Fourier discrete de la fonction & M échantillons fi, fs, ..., foar—1-

On a aussi pour u =0,...,M —1:

Fu= S[FD + WiF]]
2 (4)
ot Fupm =3 [FY —WyF].
On voit donc que la transformée de Fourier discréte sur N = 2M échantillons se calcule par combi-
naison de deux transformées de Fourier discretes sur M échantillons.

Supposons que N = 2". On obtient ainsi un algorithme récursif pour la transformée de Fourier
discrete. On calcule au départ les Wi (u = 0,...,2" ! — 1), et ceux-ci donneront les WS pour
k <mn, car W3, = W2 v, On applique récursivement la décomposition (4) pour les transformées
sur 2"~ ! échantillons données en (3). La récursion s’arréte pour n = 1, c.a.d. pour 1 échantillon, ot
la transformée de Fourier discrete se réduit a Iidentité (Fy = fo pour 1 échantillon). Nous illustrons
ci-dessous la décomposition récursive pair /impair pour N = 8:

0,1,2,34,5,6,7
0,2,4,6 1,3,5,7
0,4 2,6 1,5 3,7
0 4 2 6 1 5 3 7



On voit que 'ordre des échantillons a la fin de la décomposition récursive en pair/impair correspond
a lordre des nombres ou on a inversé ’ordre des bits: 'inversion de bits des nombres transforme la
suite 0,1,2,3,4,5,6,7 en la suite 0,4,2,6,1,5,3,7.

Pour obtenir la transformée de Fourier discréte inverse, 1’algorithme est semblable; on a une
décomposition comme en (4), mais sans division par 2, et avec W~! au lieu de W. Sinon, on peut
remarquer & partir de la définition (2), que f, (z = 0,...,N — 1) est & un facteur constant pres la
transformée de Fourier discréte de F, (u =0,..., N — 1).

La complexité en calcul de l'algorithme est de m(n) multiplications et a(n) additions. On
vérifie que a(0) = m(0) = 0, tandis que pour n > 0 la récursion (4) donne

m(n) = 2m(n — 1) + 27!
et a(n) =2a(n — 1) +2™;

(la division par 2 n’est pas comptée comme une multiplication). Cela donne donc

m(n) = 27n = %Nlogz(N)
et a(n) = 2"n = Nlog,(N).

Donc la complexité de cet algorithme est en @(N log N), comparée & celle d’un calcul direct (2), qui
est en O(N?) (en fait N2 multiplications et N(N — 1) additions). Cet algorithme rapide pour la
transformée de Fourier discréte est appelé transformée de Fourier rapide.

La complexité de la convolution par calcul direct (1) est aussi en ©(N?), donc il est plus
économique de réaliser la convolution de f par g comme suit: (a) calculer les transformées de Fourier
discretes F' et G de f et g par lalgorithme rapide; (b) multiplier F' par G (la complexité est en
O(N)); faire la transformée de Fourier discréte inverse de FG. La complexité totale est donc en
O(NlogN).

SIGNAUX DISCRETS NON PERIODIQUES A SUPPORT BORNE
Considérons les signaux échantillonés non-périodiques avec pas d’échantillonnage A, c.a.d. les fonc-
tions définies sur AZZ. La convolution de deux signaux f et g est définie par

N-1

(f *g)(zA) = FEA)g(zA —tA) (z=0,...,N—1). (5)

t=0
Si nous comparons cela avec la convolution périodique définie en (1), outre I’absence du facteur
1/NA, la principale différence est qu’il s’agit ici d’une convolution non-périodique, dans le sens que
xA — tA est calculé normalement (alors qu’il ’était modulo NA pour (1)).

Le support supp(f) d’une fonction f est I’ensemble des positions zA telles que f(zA) # 0. Si
f est a support borné, on a un entier my tel que supp(f) C [-msA, myA]. Pour deux fonctions f
et g a support borné, leur convolution f x g sera aussi & support borné:

(supp(£) € [=msA,m;A] et supp(g) C [-m,A,m,Al)
= supp(f * g) C [—(mys +my)A, (ms + my)A].

Prenons un entier N “suffisamment grand”. Pour toute fonction h définie sur AZZ, la pério-
disation de h modulo NA est la fonction mya (h) définie sur AZZ/N AZZ par

mna(h)(zd) = ) f(zA - 2NA). (6)
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Si supp(h) C] — NA/2, NA/2[, on a alors

N N
7NA(h) (A mod NA) = h(zA) pour x:—;,...,i—l.
Donc h peut étre retrouvée a partir de sa périodisation. De plus si supp(f) C [-msA,msA] et
supp(g) C [-mgA, mgA] pour my +my < N/2, alors supp(f *g) C] — NA/2,NA/2[, donc f xg

peut étre obtenu & partir de Txa(f * g), et on a de plus

mva()@mnalo) = wxmvalf <) ¢

Donc on aura avantage & réaliser f x g en faisant la convolution périodique mnxa (f)®7na (g) obtenue

au moyen de ’algorithme de transformée de Fourier rapide.

CAS MULTIDIMENSIONNEL

On a un espace & n dimensions, avec pour ¢ = 1,...,n un pas d’échantillonnage A; et une période
N;A; selon Paxe i (N; € IN*). On pose A =[], A; et N =[], N;. La convolution devient ici:

N—
1
(f@g)(l‘lAl,...,CL'n n —N E tlAl,...,tnAn)g(IﬂlAl —tlAl,...,ann—tnAn).
t=0

La transformée de Fourier sera échantillonnée et périodique, avec le pas d’échantillonnage 1/N;A;
et la période 1/A; selon l’axe i. La transformée de Fourier discréte directe et inverse seront données

par les formules:

N1—1
LUIT1L o+ UnZn ]
Fui /[NAy,...,un/NA,) NA ZO Zof (x1Aq, ..., 2,Ay) exp[—2m ~ },
T Tp=

Ni1—1 Nn—1

F@AL o @ad) =AY S F(ur/NA,... un/NA,) exp[+2m'

u1=0 Up =0

U121 +---+Un$n]
~ .

On peut obtenir la transformée de Fourier discrete a n dimensions en opérant la transformée a une
dimension (2) sur chacune des coordonnées en succession: pour ¢ = 1,...,n, on fait pour chacun
des N/N; choix de coordonnées x; fixées (j # i) la transformée de Fourier discrete sur la fonction f
ou seule varie la coordonnée z;. La complexité au moyen de ’algorithme de transformée de Fourier
rapide sera alors proportionnelle &

n

n
> (Nilog N;)(N/N;) =Y NlogN; = Nlog N.

=1 =1

Donc la complexité de ’algorithme de transformée de Fourier rapide ne dépend pas de la dimension.



