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Présentation
L’utilisation de transformations affines ou linéaires – les rotations, symétries, homothéties, transvections, etc. –

est une opération courante en traitement d’image. Ces transformations sont associées à des matrices à coefficients
réels. Parce que les nombres flottants ne peuvent pas coder les nombres réels, mais seulement un nombre fini de
rationnels, les implantations des transformations affines ont le plus souvent des propriétés algébriques (bijectivité,
. . .), topologiques (connexité, . . .) et géométriques (conservation de la distance,. . .) différentes des transformations
qu’elles sont sensées représenter.

FIGURE 1 – Exemple de transformation discrète (ici une rotation) d’une image

Les applications quasi-affines (souvent abrégées AQA) [CBC09] sont les équivalents discrétisés des applica-
tions affines. Elles permettent de représenter, par des matrices à coefficients rationnels, des transformations affines
ou linéaires, comme par exemple des rotations discrètes [NKPT13] (telles que celle présentée dans la Figure 1).

Une Ω-AQA [ACF+14] peut être vue comme une suite de ces applications quasi-affines dont les coefficients
(rationnels) se rapprochent de plus en plus de l’application réelle. Cette représentation permet à la fois de gérer
l’aspect discret de l’espace considéré et de faire du calcul exact en se basant sur un modèle discret du continu
utilisant uniquement des entiers : la droite d’Harthong-Reeb [CWF+12, MCF14].

Durant ce stage, on cherchera d’abord à établir les propriétés mathématiques des Ω-AQA et de leur implanta-
tion. On modélisera ensuite à l’aide du système d’aide à la preuve Coq [Coq14, BC04] ces applications et on en
démontrera formellement les propriétés de base.



Plusieurs algorithmes basées sur les Ω-AQA et implantant des transformations d’image numérique sont en
cours de développement en Python/Sage. Une première étape consistera à les manipuler afin de conjecturer cer-
taines propriétés de ces transformations à base d’Ω-AQA, notamment vis-à-vis de la transformation réelle de
référence. Il s’agira alors de décrire les algorithmes utilisés en Coq et d’en prouver formellement les propriétés.

Si le temps le permet, on pourra également étudier l’extension à la 3D de ces algorithmes et éventuellement
énoncer et prouver les propriétés associées.
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Compétences requises
Ce sujet nécessite un bon niveau en programmation (Python, Ocaml, Sage) ainsi que de bonnes bases en

mathématiques. Des connaissances en géométrie discrète ou en preuves formelles (Coq) seraient un plus.


